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1 x2 + 2xy + 2y2 = 1で定まる陰関数 y について，以下の問に答えなさい．

(1)
dy

dx
を求めなさい．（5点）

x2 + 2xy + 2y2 = 1の両辺を xで微分すると 2x + 2y + 2xy′ + 4yy′ = 0．したがって

y′ = −
x + y

x + 2y
．

(2)
d2y

dx2
= − 1

(x + 2y)3
となることを示しなさい．（5点）

y′′ =
d

dx

(
− x + y

x + 2y

)
= −(1 + y′)(x + 2y) − (x + y)(1 + 2y′)

(x + 2y)2

= − y − xy′

(x + 2y)2
= −y(x + 2y) + x(x + y)

(x + 2y)3

= − x2 + 2xy + 2y2

(x + 2y)3
= −

1

(x + 2y)3
.

(3) y の極値をすべて求めなさい．（10点）
y′ = 0となるのは y = −xのときである．これを x2 + 2xy + 2y2 = 1に代入する
と x2 = 1．したがって，x = ±1のとき，極値をとる可能性がある（そのときの yの
値はそれぞれ ∓1）．y′′ に (x, y) = (1,−1)を代入すると y′′ = 1 > 0．したがって，
x = 1のとき，極小値 y = −1をとる．また，y′′ に (x, y) = (−1, 1)を代入すると
y′′ = −1 < 0．したがって，x = −1のとき，極大値 y = 1をとる．

2 積分
∫ 1

0

(∫ 2−x

x2
f(x, y) dy

)
dxについて次の各問に答えよ．

(1) 積分領域を図示しなさい．（5点）
積分領域をDとおくと，D = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 1, x2 ≤ y ≤ 2 − x}．したがって，D

は放物線 y = x2と直線 y = 2 − xおよび y軸とで囲まれる領域である（放物線と直線
は x = 1の点で交わる）．グラフは省略する．

(2) 積分順序を交換しなさい．（5点）
D1 = {(x, y) | 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ x ≤ √

y}，D2 = {(x, y) | 1 ≤ y ≤ 2, 0 ≤ x ≤ 2 − y}，
とおくとDはD1とD2に分割される．したがって，∫ 1

0

(∫ 2−x

x2

f(x, y) dy

)
dx =

∫ 1

0

(∫ √
y

0

f(x, y) dx

)
dy +

∫ 2

1

(∫ 2−y

0

f(x, y) dx

)
dy

(3) f(x, y) = x2y に対して，積分の値を求めなさい（積分順序はどちらでもよい）．（10点）∫ 1

0

(∫ 2−x

x2

x2y dy

)
dx =

∫ 1

0

x2

2

[
y2

]2−x

x2 dx =
1

2

∫ 1

0

(
−x6 + x4 − 4x3 + 4x2

)
dx

=
1

2

[
−x7

7
+

x5

5
− x4 +

4

3
x3

]1

0

=
41

210
.
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3 次の積分を求めなさい．

(1)
∫∫

D

sin(x + y) dxdy, ただし Dは原点，
(
0, π

2

)
，

(
π
2 , 0

)
を頂点とする三角形の内部．（10点）

D = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ π
2
, 0 ≤ y ≤ π

2
− x}．したがって，∫∫

D

sin(x + y) dxdy =

∫ π/2

0

(∫ π/2−x

0

sin(x + y) dy

)
dx =

∫ π/2

0

[− cos(x + y)]π/2−x
0 dx

=

∫ π/2

0

(
− cos

(π

2

)
+ cos x

)
dx = [sin x]π/2

0 = 1.

(2)
∫∫

D

(x2 + y2) dxdy, D = {(x, y) |x2 + y2 ≤ 2x}（20点）

Dは中心が (1, 0)で半径 1の円の内部である．(x, y) = (r cos θ, r sin θ)と極座標変換
するとDは E = {(r, θ) | − π

2
≤ θ ≤ π

2
, 0 ≤ r ≤ 2 cos θ} に写され，ヤコビアンは r

であるから dxdy = r drdθとなる．したがって，積分は∫∫
D

(x2 + y2) dxdy =

∫ π/2

−π/2

(∫ 2 cos θ

0

r2 · r dr

)
dθ =

∫ π/2

−π/2

[
r4

4

]2 cos θ

0

dθ = 4

∫ π/2

−π/2

cos4 θ dθ

=

∫ π/2

−π/2

(1 + cos(2θ))2dθ =

∫ π/2

−π/2

(
1 + 2 cos(2θ) +

1 + cos(4θ)

2

)
dθ

=

[
3

2
θ + sin(2θ) +

1

8
sin(4θ)

]π/2

−π/2

=
3π

2
.

4 D = {(x, y) |x2 + y2 ≤ 1}とする．広義積分
∫∫

D

√
1 + x2 + y2

1 − x2 − y2
dxdy を求めなさい．（20点）

x2 + y2 = 1を満たす点で被積分関数は発散するので，まず，中心が原点で半径がmの円
の内部の領域をDmとし，Dm上での積分値を求める．極座標変換により∫∫

Dm

√
1 + x2 + y2

1 − x2 − y2
dxdy =

∫ 2π

0

dθ

∫ m

0

√
1 + r2

1 − r2
· r dr = 2π

∫ m

0

√
1 + r2

1 − r2
· r dr

r2 = tと変数変換すると，0 ≤ r ≤ mのとき 0 ≤ t ≤ m2，r dr = dt
2
. したがって，∫ m

0

√
1 + r2

1 − r2
·r dr =

1

2

∫ m2

0

√
1 + t

1 − t
dt =

1

2

∫ m2

0

1 + t√
1 − t2

dt =
1

2

∫ m2

0

(
1√

1 − t2
+

t√
1 − t2

)
dt

t = sin uと変換すると 0 ≤ t ≤ m2のとき 0 ≤ u ≤ sin−1(m2)であるから第 1項の積分は∫ m2

0

dt√
1 − t2

=

∫ sin−1(m2)

0

cos u du√
1 − sin2 u

du =

∫ sin−1(m2)

0

du = sin−1(m2).

第 2項については
∫ m2

0

t√
1 − t2

dt =
[
−
√

1 − t2
]m2

0
= −

√
1 − m2 + 1.

以上のことから求める積分値は lim
m→1

2π · 1

2

(
sin−1(m2) −

√
1 − m2 + 1

)
= π

(
π

2
+ 1

)
.

5 （10点）
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