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する平面を π とし，π と ℓの交点を O′ とする. このとき，点 O′ を中心とする平面 π 上
の θ-回転を P に施した点 Qを，P の ℓに関する θ-回転像と定義する（図 3.5右）．特に，
x軸，y 軸，z 軸を回転軸とする回転変換は以下の行列によって与えられる;

Rx
θ =

⎛

⎝
1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

⎞

⎠ , Ry
θ =

⎛

⎝
cos θ 0 − sin θ

0 1 0
sin θ 0 cos θ

⎞

⎠ , Rz
θ =

⎛

⎝
cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1

⎞

⎠ .

(3.7)

図 3.5 空間内の直線 ℓを回転軸とする角度 θ の回転変換

一般に，原点を通り方向ベクトルが v⃗ = (a, b, c) （ただし，v⃗ は単位ベクトルとする．
つまり a2 + b2 + c2 = 1）の直線を回転軸とする θ-回転は行列

R(a,b,c)
θ =

⎛

⎝
cos θ + (1 − cos θ)a2 (1 − cos θ)ab − c sin θ (1 − cos θ)ca + b sin θ
(1 − cos θ)ab + c sin θ cos θ + (1 − cos θ)b2 (1 − cos θ)bc − a sin θ
(1 − cos θ)ca − b sin θ (1 − cos θ)bc + a sin θ cos θ + (1 − cos θ)c2

⎞

⎠

= cos θ I3 + (1 − cos θ)

⎛

⎝
a2 ab ca
ab b2 bc
ca bc c2

⎞

⎠+ sin θ

⎛

⎝
0 −c b
c 0 −a
−b a 0

⎞

⎠

(3.8)

によって与えられる線形変換である．

鏡映変換
平面内の原点を通る直線 ℓに対し，次のように変換 f を定義する; 点 P に対し，P を通
り ℓに直交する直線をmとする．このとき，点 f(P )を (i) m上の点で，(ii) P と f(P )
の中点が ℓ と m との交点となるように定める（図 3.6 左）．このようにして定まる変換
f : P "→ f(P )*2を直線 ℓに関する鏡映とよぶ．
鏡映は，行列

R−
θ =

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
(3.9)

*2 この変換は，ℓが原点を通らない直線であっても定義できるが，この場合は線形変換にならない．
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図 3.6 R2 内の直線 ℓに関する鏡映変換

によって定義される線形変換である*3．特に，

R−
0 =

(
1 0
0 −1

)
, R−

π =
(

−1 0
0 1

)

はそれぞれ x軸，y 軸に関する鏡映である．

空間 R3 においても，原点を通る平面 π に関する同様の変換を定義することができる．
つまり，点 P に対し，点 P を通り π に直交する直線をmとする．このとき，点 f(P )を
(i) m上の点で，(ii) P と f(P )の中点が π とmの交点となるように定める．このように
して定まる変換 f : P "→ f(P )を平面 π に関する鏡映とよぶ．

図 3.7 空間内の平面 π に関する鏡映

平面 π の法線ベクトルが n⃗ = (α,β, γ)のとき（ただし，n⃗は単位ベクトルとする．つ
まり，α2 + β2 + γ2 = 1），π に関する鏡映は，行列

R−
(α,β,γ) =

⎛

⎝
1 − 2α2 −2αβ −2αγ
−2αβ 1 − 2β2 −2βγ
−2αγ −2βγ 1 − 2γ2

⎞

⎠ (3.10)

によって定義される線形変換である*4．

*3 鏡映が線形変換であるという事実については第 3節で述べる．
*4 空間内の平面に関する鏡映も，一般の平面に対して定義できるが，原点を通らない平面の場合は線形変換
にならない．
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直交変換
定義 3.8. n次正方行列で，tA A = A tA = In を満たす行列 Aを直交行列という（ただ
し，tAは行列 Aの転置行列を表す）．直交行列 Aによって生成される線形変換 fA を直交
変換という．

定理 3.9. Aを直交行列とする．このとき，直交変換 fA は以下を満たす;

(1) fA は内積を保つ．すなわち，任意の v⃗, u⃗に対し，⟨fA(v⃗), fA(u⃗)⟩ = ⟨v⃗, u⃗⟩が成り
立つ．

(2) fA は 2点間の距離を保つ．すなわち，任意の点 P, Qに対し，P ′ = fA(P ), Q′ =
fA(Q)とすると，|PQ| = |P ′Q′|が成り立つ．

3.2 平行移動

3.3 合成変換と逆変換
3.3.1 合成変換

3.3.2 逆変換

3.3.3 アフィン変換

3.4 線形変換の固有値と固有ベクトル


