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となる．したがって，解は
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となる．これは点 (−3, 4, 0)を通り，方向ベクトルが v⃗ = (−2, 1, 1)の直線である．

平面と直線の交点
空間内の直線と平面の位置関係については，(i) 1点で交わる場合（図 2.7左），(ii) 直
線と平面が平行で交わらない場合，(iii) 平面に直線が完全に含まれる場合（図 2.7右）の
3つの場合が考えられる．

図 2.7 空間内の平面と直線

平面 π の方程式を αx + βy + γz = δ とし，ℓを点 A(a1, a2, a3)を通り，方向ベクトル
が v⃗ = (v1, v2, v3)の直線とする．つまり，ℓはパラメーター表示 p⃗(t) = (a1 + tv1, a2 +
tv2, a3 + tv3) で表される直線である．

p⃗(t0) = (a1 + t0v1, a2 + t0v2, a3 + t0v3)が π 上の点であると仮定する．このとき，

(αa1 + βa2 + γa3 − δ) + t0(αv1 + βv2 + γv3) = 0 (2.8)

が成り立つ．もし，αv1 + βv2 + γv3 ̸= 0ならば，(2.8)より

t0 = −αa1 + βa2 + γa3 − δ

αv1 + βv2 + γv3

となる．
一方，αv1 +βv2 +γv3 = 0*1のとき，(2.8)が成り立つためには αa1 +βa2 +γa3−δ = 0
でなくてはならない．この場合は，任意の t0 に対して (2.8)が成り立つ．つまり，ℓは π

内の直線である．
αv1 + βv2 + γv3 = 0かつ αa1 + βa2 + γa3 − δ ̸= 0ならば，(2.8)を満たす t0 は存在
しない．つまり，ℓと π との交点は存在しない．

例 2.7. π を方程式 3x − 5y + z = −2で表される空間内の平面とする．このとき，次の
問に答えなさい．

*1 これは ℓの方向ベクトルと，π の法線ベクトルが直交することを意味する．
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(1) 直線 l : p⃗(t) = (2t − 1, t + 3,−2t + 3)と π との交点を求めなさい．
(2) 直線 m : q⃗(t) = (2t − 1, t + 3, kt + 3)と π は交点を持たないとする．このとき，

k の値を求めなさい．

解. (1) p⃗(t)を π の式に代入すると

0 =3(2t − 1) − 5(t + 3) + (−2t + 3) − (−2)
= − t − 13,

したがって，t = −13となる．つまり，p⃗(−13) = (−27,−20, 29)が ℓと πの交点である．
(2) q⃗(t)を π の式に代入すると

0 =3(2t − 1) − 5(t + 3) + (kt + 3) − (−2)
=(1 + k)t − 13,

(2.9)

となる．tの係数 (1 + k)が 0でなければ，(1) の手順で交点が求まる．求める条件は，交
点を持たない場合なので 1 + k = 0，つまり，k = −1 である．実際，k = −1 ならば，
(2.9)より −13 = 0となり，これは矛盾する．

2.4 2次曲線と 2次曲面
第 1節と第 2節では，1次方程式を満たす点のなす図形について述べた．ここでは 2次
方程式によって表される図形について簡単に紹介する．

2.4.1 2次曲線

2次方程式
a11x

2 + 2a12xy + a22y
2 + 2b1x + 2b2y + c = 0

（ただし，aij , bk, cは定数）を満たす平面内の点 (x, y)からなる図形を 2次曲線という．

例 2.8. 点 C と正の数 rに対し，∥−−→CP∥ = rを満たす点 P の集まりを C を中心とし，半
径が rの円という．特に，考えているところが平面のときは円周，空間のときは球面とい
う．このとき，円周が 2次曲線であることを示しなさい．

解. C(c1, c2), P (x, y)とおくと，−−→
CP = (x − c1, y − c2)となる．∥−−→CP∥2 = r2 を計算す

ると，
(x − c1)2 + (y − c2)2 = r2

となる．したがって，円は 2次曲線である．

2.4.2 2次曲面


