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1 変数分離形の微分方程式 y′ = −2xy2 の解を求めよ．

dy
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dy = 2x dx 【3点】
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1

x2 + C
【4点】

2 次の (1)～(4)の中から同次形の微分方程式を 1つ選び，
変数変換によって変数分離形の微分方程式に変形せよ．

(1) xy′ = 2y + 4x2

(2) xyy′ = 2y2 + 4x2

(3) xyy′ = 2y3 + 4x2

(4) xyy′ = 2y2 + 4x2 + 3

(2) が同次形．xyy′ = 2y2 + 4x2 の両辺を x2 でわると

y

x
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)2

+ 4
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x
とおくと（【6点】），y′ = z + xz′ となり，上式に代

入すると

y

x
× y′ = 2

(
x

y

)2

+ 4 ⇐⇒ z(z + xz′) = 2z2 + 4

⇐⇒ xz
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x
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3 線形微分方程式 y′ − 2y = ex の解を求めよ．

1 階線形微分方程式 y′′ + P (x) = Q(x) の解法を利用する
（P (x) = −2, Q(x) = ex）．

∫
P (x) dx =

∫
(−2) dx = −2

∫
dx = −2x.

y =e−
∫
P (x) dx

(∫
e
∫
P (x) dxQ(x) dx+ C

)

=e−(−2x)
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)

=e2x
(∫

e−x dx+ C

)

=e2x
(
−e−x + C

)

=ex (Cex − 1) .

解は y = ex (Cex − 1).【7点】

4 ベルヌーイの微分方程式 y′ − 2y = −y3 を変数変換に
よって線形微分方程式に変形せよ．

z = y1−3 = y−2とおくと（【6点】），z′+4z = 2となる（【6

点】）．



 

5 次の各微分方程式に対し，完全ならば解を求め，完全で
ないならば積分因子を求めよ．

(1) (x2 + y2) dx− 2xy dy = 0

∂

∂y
(x2 + y2) = 2y ̸= ∂

∂x
(−2xy) = −2y.

したがって，この微分方程式は完全ではない．【6点】

2y − (−2y)

−2xy
=

4y

−2xy
= − 2

x
,

∫ (
− 2

x

)
dx = −2 log x = log x−2.

したがって，積分因子は

elog x−2

= x−2 =
1

x2

である．【7点】

(2) {(x+ 1)ex − ey} dx− xey dy = 0

∂

∂y
((x+ 1)ex − ey) = −ey =

∂

∂x
(−xey).

したがって，この微分方程式は完全である． 【6点】
一般解は

C =

∫ x

a
P (t, y) dt−

∫ y

b
Q(a, t) dt

=

∫ x

0
((t+ 1)et − ey) dt−

∫ y

0
(−0× et) dt

=

∫ x

0
(t+ 1)(et)′dt− ey

∫ x

0
dt

=
[
(t+ 1)et

]x
0
−

∫ x

0
et dt− ey(x− 0)

=(x+ 1)ex − 1−
[
et
]x
0
− xey

=(x+ 1)ex − 1− (ex − 1)− xey

=x(ex − ey)

∴ x(ex − ey) = c. 【7点】

6 次の定数係数線形同次微分方程式の一般解を求めよ．

(1) y′′ − 3y′ + 2y = 0

補助方程式は

t2 − 3t+ 2 = (t− 1)(t− 2) = 0.

よって，一般解は y = c1ex + c2e2x． 【7点】

(2) y′′ + 4y′ + 4y = 0

補助方程式は

t2 + 4t+ 4 = (t+ 2)2 = 0.

よって，一般解は y = (c1x+ c2)e−2x． 【7点】

(3) y′′ − 2y′ + 10y = 0

補助方程式
t2 − 2t+ 10 = 0

は実数解を持たず，解は t = 1± 3i である．よって，一般解
は y = (c1 sin 3x+ c2 cos 3x)ex． 【7点】



 

7 多項式 f(t) = t2 + bt+ c（ただし，b, cは定数）に対し，
微分方程式 f(D)y = 0の一般解は y = c1e2x+ c2e−3xで
あるとする．このとき，微分方程式

{2f(D − 2)− f(D + 3)}y = x

の一般解を求めなさい．

f(D)y = 0の一般解が y = c1e2x + c2e−3x であることから，
多項式 f(t)は

f(t) = t2 + bt+ c = (t− 2)(t+ 3) = t2 + t− 6

である． 【5点】

2f(t− 2)− f(t+ 3) =2((t− 2)− 2)((t− 2) + 3)

− ((t+ 3)− 2)((t+ 3) + 3)

=2(t− 4)(t+ 1)− (t+ 1)(t+ 6)

=(t+ 1) {2(t− 4)− (t+ 6)}

=(t+ 1)(t− 14).

したがって，微分方程式 {2f(D − 2)− f(D + 3)}y = x は

(D + 1)(D − 14)y = x

である．
線形同次微分方程式 (D + 1)(D − 14)y = 0 の一般解は

c1e
−x + c2e

14x

である． 【5点】
線形同次微分方程式 (D + 1)(D − 14)y = x の解は
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{
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}

=
1
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(x− 1)

=e14x
∫
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=e14x
∫ (

− 1

14
e−14x

)′
(x− 1) dx

=e14x
{
− 1

14
e−14x(x− 1)−

∫ (
− 1

14
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dx

}

=e14x
{
− 1

14
e−14x(x− 1)− 1

142
e−14x

}

=− 1

14
(x− 1)− 1

142

=− 1

142
(14x− 13).

したがって，求める一般解は

y = − 1

142
(14x− 13) + c1e

−x + c2e
14x

である． 【5点】


